I- Définitions

Définition

Remarque

Inégalités strictes

INEGALITES

Uneinégalilé estune affirmation fondée sur I'un des signes
suivants : <; <; >; >,

Les deux expressions placées de part et d'autre d'un tel signe se
nomment les membres de linégalité.

«a#b», quiselit « a (est) différent de b » et qui est équivalent a
«non( a = b) » nest pas une inégalité,

Rappelons que, si A est une affirmation, « non A » est la facon
mathématique daffirmer que « A n'est pas vraie ».

a<b selit «a (est) strictement inférieur i b »
Le signe « < » nest pas défini, mais axiomatisé. Le but sera de

poser des axiomes qui obligent « a <b » A signifier que a_est
placé avant b sur laxe des réels. Et dailleurs, nous le lirons

parfois « ... est avant ... ».

Les autres signes (< ; > ; <) seront définis A partir de <.

a b

4 4 »

Exemples :1 < 1,5 est vrai
—1000 < 0,01 est vrai
-1< -2 estfaux.

a>b  selit «a (est) strictement supérieur & b » (et nous le
lirons parfois « a est aprés b »).

a>b < b<a

Inégalités larges

Encadrement

a<b  selit «a (est) inférieur (ou égal) 2 b ».
a<b < (a<b)ou(a=b)

Exemple : 1<2 est vrai
<2 est vrai.
a>b  selit « a (est) supérieur (ou égal) 2 b ».

a2b & (a>b)ou(a=b)

a<x
a < x < b est une facon de condenser : b
x <

Et on peut le lire : « x est strictement compris entre a et b.
Rappel : laccolade signifie tout simplement « et », comme dans
un systéme déquations.




II- Axiomes

Axiomes propres 4 lordre strict en général :

Rappelons que « a < b », dans ce cours, sera parfois lu « a est avant b » au lieu de « a

est strictement inférieur 4 b ». Cette lecture a deux avantages : la concision (un mot au

lieu de trois, deux syllabes au lieu de 6) et la justesse intuitive : Iinégalité parle en effet
dordre plus que de comparaison.

Transitivité

Rappels :

Irréflexivité

Si machin est avant bidule et que bidule est avant smurf, alors
machin est avant smurf. Plus rigoureusement :

a<b
VabelR ; = a<c
b<c

e VaclR se lit « quel que soit 4 appartenant 3 R ».
e Nous nous autorisons a écrire « Va,beR; ...» pour
condenser lécriture : « VacR ; VbelR ;... »

e Lesigne = selit « l'mp”que » Ilalesensdun«si... alors

cee Do

Un nombre nest pas avant a lui-méme :

VaelR; non(a<a)

Corollaire : antisymétrie

Un réel ne peut pas étre 2 la fois avant et aprés un autre.
Autrement dit :

VabelR; (a<b) = non(b<a)

Démonstration
Silon avait 4 la fois a<b et b<a, alors, par transitivité, on aurait :
a<a, ce que lirréflexivité interdit.

Cas de Jordre large

Ordre total
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La lecture de ce qui suit est hautement facultative.

Une relation qui vérifie la transitivité et irréflexivité est dite une
relation d’ordre strict. Les livres ont tendance i réserver le terme
de relation dordre tout court aux relations dordre large, quon
peut soit définir A partir des relations d'ordre strict (2 la fagon :
Va,beR; a<b ssi a<b ou a=b) soit « axiomatiser » A part.
Dans cette optique, une relation dordre (donc dordre large, si
par bonheur vous avez suivi) est une relation « réflexive,
antisymétrique et transitive ». La réflexivité impose simplement
que tout élément soit inférieur ou égal i lui-méme et
l'antisymétrie de la relation dordre large interdit 3 un nombre
détre 4 la fois inférieur et supérieur 2 un autre, 3 moins que les
deux nombres ne soient égaux. Linclusion est une relation
dlordre sur les ensembles, la divisibilité en est une sur les entiers.

Lordre est dit total lorsque deux éléments peuvent toujours étre
comparés : si un nombre nest pas strictement inférieur A un
autre, alors il lui est supérieur :

VabelR;(a<b)ou(b<a)ou(a=b)

Axiomes propres aux réels :

Remarque préalable

La grande différence entre les inégalités et [égalité, cest que celle-
ci est A la base des axiomes mathématiques (elle peut étre un
signe originel ou étre définie 4 partir de lappartenance 4 un
ensemble qui serait elle-méme originelle) et peut donc
concerner tous les objets mathématiques, alors que celles-la sont
liées a lensemble des réels.

Compatibilité avec laddition

On ne change pas le sens d'une inégalité lorsquon ajoute un
méme nombre 3 ses membres :

Va, bocR;a<b = a+oa<b+a
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« Compatibilité avec le signe d'un nombre »

Commentaire

Corollaire

Les nombres positif sont aussi ceux qui sont supérieurs 3 zéro :
VxelR; (x>0)< (xest positif )

En conséquence, « ... > 0 » peut se lire « ... est positif », 2 la
place de «... est supérieur a zéro ». Le fait de remplacer

« supérieur A zéro » par « positif », aura, en plus de lavantage de
la concision (un mot contre trois) celui d'aider 3 comprendre la
résolution des inéquations de degré 2 ou plus.

La lecture de ce qui suit est facultative, voire déconseillée.
En général, l'axiome énoncé par les cours de lenseignement
supérieur est celui de la compatibilité avec la multiplication :

Vx,yeR; x>0 et y20 = xy=>0.

(Alors qu'ici, ce serait un corollaire de laxiome de compatibilité
avec le signe.)

On définirait ensuite les nombres positifs comme étant ceux qui
sont supérieurs 3 0 et les négatifs comme ceux qui sont
inférieurs 2 0. Cela est possible dans des cours qui prétendent
faire table rase de ce qui a été vu a Iécole et soffrent de tout
reprendre depuis le début. Seulement, depuis la classe de
quatriéme, on a défini les nombres positifs comme ceux qui
« sécrivent avec un signe + » et les négatifs ceux qui « sécrivent
avec un signe — ». Puis on a fabriqué la multiplication des relatifs
en décrétant la « régle des signes ». On a voulu ici respecter
autant que faire se pouvait cet ordre « pédagogique ».

Les nombres négatifs sont aussi ceux qui sont inférieurs 4 zéro.

II1- Regles élémentaires de transformation des inégalités

Pour transformer une inégalité, on procéde un peu comme pour transformer une
égalité. Il faut toutefois faire attention au cas ot lon prend lopposé des deux membres,
car alors, leur ordre est inversé :

-b -a 0 b

\J

Lt 7

Or, lorsqu'on multiplie ou qu'on divise par un nombre strictement négatif, on prend

subrepticement l'opposé. Ainsi, multiplier un nombre par —2 revient a le multiplier par
2 et A prendre lopposé.

Théoréme

Rappels

Pour tmnsformer une inégalité, on peut ajouter un méme
nombre 2 ses deux membres ou multiplier ses deux membres
par un méme nombre strictement positif. On peut aussi prendre
lopposé des deux membres, ou multiplier les deux membres par
un méme nombre strictement négatif, mais alors il faut changer

le sens de l'inégalité. Autrement dit :

VABacR; A<B & A+a < B+a
A<B & -A>-B
Sia>0: A<B & oA < oB
Sia<0: A<B & oA > oB

a selit « alpha ». Clest la premiére lettre de I'alphabet grec. (et B,
qui se lit « béta » est la deuxiéme lettre de I'alphabet grec).
Transformer une affirmation, cest la remplacer par une autre qui
lui soit équivalente.




Démonstration Soient A, B et a trois réels.

® Casdelasomme: Réciproquement, supposons que A < o.B.

A<B = A+a < B+o, par laxiome de compatibilité avec Alors, par l'implication que nous venons de démontrer, on

laddition. Récipr nt, si A < B n jouter .y .
addition. Réciproquement, si A+a 0 on peut gjoute peut multiplier les deux membres par — (qui est
[0

—ot aux deux membres par la régle qui préceéde, ce qui redonne A
<B strictement positif), ce qui donne linégalité qu'il fallait

démontrer : A < B.

® Cas delopposé: '
A<B © A-A<B-A On ajoute —A au deux °Sia<0:

membres en appliquant la
régle quon vient de démontrer. Alors —o est strictement positif, donc, en appliquant le cas

0<B-A précédemment démontré :
A<B < -0aA < —oB

¢

© 0-B<B-A—-B On ajoute —B aux deux o » L bl . ) ]
n applique ensuite la régle concernant lopposé, ce qui
membres. PPhq 8 ppose ce q
& _B<—A donne: A<B & oA > aB.
¢ -A>-B Par définition de >.
PY . Remarques e On peut bien entendu soustraire un méme nombre aux deux
Cas du produit : A
membres d'une inégalité (sans changer son sens), dans la
. mesure ou soustraire, cest ajouter lopposé.
eSia>0: o ’ ! PP
e On peut diviser par un méme nombre non nul (et dont on
connait le signe) les deux membres d'une inégalité. Le sens de

l'inégalité change si le diviseur en question est strictement
négatif. Il suffit pour le prouver dappliquer la régle de
transformation concernant le produit en considérant que

Supposons que A < B.

Alors, en ajoutant —A aux deux membres,ona:0 < B—A.

Par laxiome de compatibilité avec le signe d'un nombre, B —
A et o sont strictement positifs. Donc, par la régle des
signes de la multiplication des relatifs, leur produit lest
aussi. Ce qui donne (en appliquant i nouveau la
compatibilité avec les signes) :

0<a (B—A).Donc 0 <aB — 0A. Dong, en ajoutant alA

aux deux membre : LA < a.B.

diviser revient 3 multiplier par linverse.

En revanche, on ne peut pas prendre linverse des deux
membres d'une inégalité, ni lui appliquer le produit en croix
sans prendre d'importantes précautions.

Silon remplace toutes les inégalités strictes du théoréme par
des inégalités larges (sauf les inégalités « a>0 » et « <0 »),
alors le théoréme reste vrai.




I'V- Inéquations

Définitions

Intérét

Une inéquation est une inégalité contenant une variable.
Cette variable est alors parfois appelée I'inconnue de I'inéquation.
Une solution duneinéquation est une valeur de la variable qui
rend l'inégalité vraie.

B ésoudre une inéquation, cest trouver 'ensemble de ses
solutions.

En terme d'intérét intrinseque, on peut se demander ce que les
inéquations apportent de nouveau par rapport aux équations.
Des difficultés, certes, mais peut-étre pas grand-chose qui soit
intellectuellement stimulant. Malheureusement, la question nest
pas de savoir si on les aime ou non : elles seront indispensables
en premiére lorsquil sagira détudier le « sens de variation »
d’'une fonction en étudiant a la place le signe de sa « fonction
dérivée ». Il est donc nécessaire de parfaitement maitriser la
résolution des inéquations avant la fin de la seconde. Comme
souvent lorsque se présente une notion un peu « technique »,
leffort pour se lapproprier est moins important quon ne
pourrait le craindre, d'autant quon le fait une fois pour toutes.
Clest un peu comme pour un origami.

Méthodes de résolution

La méthode de résolution d'une inéquation ressemble a celle des
équations. Pour commencer, elle dépend du degré de cette
inéquation :

® Si linéquation est de degré 1, on applique les régles de

transformations élémentaires de fagon A isoler linconnue. Mais ce
faisant, il faut préter attention aux cas ol l'inégalité change de
sens. Lensemble des solutions est alors un intervalle. Prenons
linéquation —3x 46 <2x—5.On peut la résoudre, par exemple,
en faisant passer les « x » A gauche et les « uns » 4 droite (on

appelle les constantes +6 et —5 « les uns », en imaginant quon

fait apparaitre 'unité : +6uns et —5uns). —3x+6<2x-5

2

10
& 5x+6<-5
& 5x<-11

s x> % L3, on change le sens de l'inégalité

car on a divisé les deux membres
par —5, qui est un nombre
strictement négatif

Linégalité est vraie lorsque la valeur de x est aprés —.

Lensemble des solutions est donc l'intervalle }1—51 ;+OO[

Si l'inéquation est de degré 2 (ou plus), on fait tout passer du
méme cdté et l'on factorise au maximum. Cest ensuite que les
choses se compliquent un peu. En effet, pour conclure, avec les
équation, on utilisait le théoréme disant qu'un produit est nul si
et seulement si I'un de ses facteurs est nul. Seulement, il nexiste
pas de théoréme similaire chez les inégalités :

AB=0 < (A=0ouB=0)

Mais [AB>0 nest pas équivalenta: A>0ou B>0

En effet, un produit de deux facteurs est strictement positif
lorsque les deux facteurs sont strictement positifs ou encore
lorsqu'ils sont tous les deux strictement négatifs (cela vient tout
simplement de la régle des signes du produit de deux relatifs) :

a>0 a<0
b>0 on b<0

(Pour bien entendre ce qui est écrit, « machin>0 » doit étre lu
«machin est strictement positif ». Et bien entendu,
« machin<0 » doit se lire « machin est strictement négatif ».)

Et silon a affaire 4 un produit de trois termes, le nombre de cas

AB>0 &

est doublé: un produit de trois facteurs est positif si et
seulement si deux facteurs et deux seulement sont positifs (trois
cas) ou si les facteurs sont tous positifs (encore un cas).
Heureusement, dans le cas des inéquations, les facteurs
dépendent tous d'une méme variable, ce qui fait quil y aura
moins de cas 4 considérer quon ne pouvait le craindre. étude du




Le tableau de signes
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signe d'un produit de facteurs qui dépendent tous d'une méme

variable est facile A présenter dans un tableau de signes.

Par exemple, si lon veut résoudre linéquation:
(2x + 6)(1 - x) >0, on peut établir le tableau suivant :

12
cet axe, les valeurs représentées par chaque point de I'axe sont

les valeurs de x :

x -3 +1

| | >

x -3 +1
2x+6 - + +
1-—x + + -
(2x+6)(1-x) _ + -

La derniére ligne du tableau indique dans quel cas I'inéquation
est vérifiée et l'on peut conclure que l'ensemble des solutions est
lintervalle |-3;+1[ . Vous croyez avoir compris ? Cest peut-étre
le cas, mais méfiez-vous. Vous savez que vous navez rien
compris ? Tant mieux. Car pour comprendpre, il ne suffit pas de
contempler un cas particulier et dessayer den induire le cas
général. Cette fagon de procéder est fatale, en mathématiques.
Elle est le meilleur moyen de se faire des illusions jusqu ce que
le mécanisme tenant lieu d'une compréhension authentique soit
mis en piéces par le grain de sable d'une subtile variation des
données. Clest au professeur de fournir toutes les explications
nécessaires et 2 1éléve de les écouter — et non de les deviner. Or,
loral, un moment d'inattention peut suffire 4 faire manquer une
information essentielle. C'est pourquoi nous allons nous efforcer
de tout écrire, quelle que soit la place que cela pourra prendre.

Précisons pour commencer que le mot « signes » dans « tableau
de signes » fait référence au signe d'un nombre relatif. Il y a deux
signes possibles : plus (marque des nombres positifs) et moins
(marque des nombres négatifs). Les signes plus et moins inscrits
dans les cases du tableau signifient «est positif » ou «est
négatif ».

La premiére ligne du tableau de signes concerne la variable dont
tout dépend (le x). On peut voir le trait horizontal séparant la
premiére de la deuxiéme ligne comme étant l'axe des réels. Sur

Les valeurs indiquées (le =3 et le +1) sont les valeurs de x pour
lesquelles il va se passer quelque chose d'intéressant, celles qui
séparent les différents cas. Plus précisément, les valeurs pour
lesquels les facteurs étudiés : le (2x+6) et le (1—x), vont sannuler
et donc éventuellement changer de signe. Si un polyndme change
de signe (passe du négatif au positif ou du positif au négatif, il
passe forcément par la valeur zéro, dans la mesure oula valeur du
polyndme varie « continiiment » (sans faire de saut). Cela peut
paraitre intuitivement évident, mais fait l'objet d'un théoréme (le
théoréme des valeurs intermédiaires) dont nous avons déja dit dans
les Eléments d’Algebre (paragraphe La Racine) qu'il nétait abordé
(et encore, modestement) quen terminale. La réciproque est
fausse : si un polyndme sannule, il ne change pas forcément de
signe (contre-exemple : x%).

Comment trouve-t-on les valeurs —3 et +1 ? Bonne question. On
pourrait tout simplement résoudre de petites équations :

2x+6 = 0 et 1-x = 0. Seulement, nous allons voir quon a
intérét A résoudre A la place de petites inéquations, car celles-ci
nous donneront plusieurs informations a la fois.

Mais avant, explicitons plus précisément que nous ne l'avons fait
au début la signification des « + », des « — » et des « 0 » (zéros)
dans les cases du tableau :
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X -3 +1
2x+6 - 0 o+ | +
2x+6 est négatif lorsque || 2x+6 s'annule || 2x+6 est positif lorsque x

X est avant —3. lorsque x vaut —3. est entre —3 et +1.

Pour savoir comment placer les « + », les « —» et les « 0 », la
méthode que nous recommandons vivement consiste i résoudre
de « petites inéquations » (des inéquations du premier degré).
(Dans le chapitre Fonctions III, paragraphe sur les fonctions
affines, nous verrons un théoréme qui offrira une autre
méthode.)

Au premier abord, pour remplir une ligne du tableau, on
pourrait se dire quil faut résoudre deux inéquations et une
équation :

2x+6 >0 2x+6=0 2x+6 <0
& 2x> -6 & 2x=-6 & 2x< -6
& x>-3 & o x=-3 & x< -3

La premiére résolution nous dit que 2x + 6 est strictement
positif lorsque x strictement supérieur 3 —3. Comme nous lavons
déja dit, « > 0 » doit étre lu « est strictement positif » (et non
« est strictement supériewr & zéro-»), car ainsi entendue,
l'affirmation nous dit de placer le signe + dans la deuxiéme et la
troisi¢éme colonne. Méme principe pour le signe — et pour le zéro.
Mais comme la résolution se fait par équivalence, il est inutile de
résoudre deux inéquations. En effet, si lon sait que 2x+6 est

positif (ou nul) si et seulement si x est inférieur 4 —3, alors on en
déduit qu'il est strictement négatif le reste du temps. Par ailleurs,
puisque Iéquation se résout comme les inéquations (a ceci pres
quon na pas A faire attention au sens dune égalité), on ne
sinflige méme pas deux résolutions : on se contente d'une seule.
Bref, pour trouver les signes d'un facteur du premier degré et
pour trouver par la méme occasion la valeur de x qui délimite les
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deux cas, on peut se contenter de résoudre au brouillon (sinon,

on court le risque d’alourdir la rédaction) une seule inéquation.
Par exemple, ici :

2x+6 >0
& 2x>-6
= x2>2-3

Le sens choisi pour l'inégalité n'a aucune importance. On aurait
pu tout aussi bien résoudre « 2x + 6 <0 » :I'information récolté
eut été exactement la méme. Ce sens na notamment rien 4 voir
avec celui de Iinéquation de départ. La résolution de l'inégalité
«2x + 6 > 0» nous raconte que 2x+6 est positif ssi x est
supérieur 3 —3 et donc qu'il est négatif quand x est avant —3.
On placera donc, dans la ligne du tableau consacrée 4 2x + 6,un
zéro sous le —3; des plus aprés —3 et un moins avant. Les
« petites inéquations » doivent étre traitées avant méme de
commencer le tableau, car en plus de fournir les signes, elles
fournissent les valeurs de x qui délimitent les différents cas et
quon inscrit dans la toute premiére ligne, juste au dessus des
lignes verticales séparant les différents cas.

Une fois que le méme travail a été fourni pour tous les facteurs,
nous en sommes 3 :

x -3 +1
2x+6 - + +
1-x + + -
(2x+6)(1-x)

Il reste & présent a remplir la derniére ligne du tableau. On
procéde alors colonne par colonne, en appliquant la régle des
signes de la multiplication des relatifs : + par + donne + ; + par

— donne — et enfin: — par — donne +. Cela nest possible que

dans la mesure ot lexpression étudiée est un produit. Si cétait

une somme, tout ce travail naurait aucun sens, car il n'y a pas de

« régle des signes », chez les sommes : on ne peut pas toujours

déduire le signe d'une somme A partir des signes de ses termes.
X -3 +1

0




Cas des quotients
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2x+6 — - + +

1-x — + + -

(2x+6)(1—x) -

\/

Moins par plus donne moins, donc, lorsque x est
avant —3, (2x+6)(1—x) est négatif.

Une fois le tableau terminé, il reste a revenir 4 linéquation et 2
tirer de la derniére ligne du tableau les renseignements qui nous
intéressent :
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Or la régle des signes du quotient est la méme que celle du

produit : dans « moins par moins donne plus », le « par » peut
sentendre aussi bien comme un « divisé par » que comme un
« multiplié par ». Donc le tableau de signes fonctionnera tout
aussi bien avec un quotient :

x -3 +1
2x+6 - + +
1-x + + -
(2x+6)(1—x) - + -

Linéquation était : (2x + 6)(1 — x) >0.

=

« est positif »

Jusqu'alors le sens de l'inéquation nétait pas intervenu (on a juste
étudié son membre de gauche); il va étre temps den tenir
compte. On cherche dans quel cas le produit « (2x + 6) (1 - x) »

est strictement positif. Eh bien la derniére ligne du tableau nous

le dit: lorsque x est entre —3 et +1. Donc lensemble des
solutions est l'intervalle ||-3;+1[|.

Silinégalité avait été large, lintervalle aurait été fermé : [-3;+1].
Si linégalité avait été (2x+6)(1—x)<0, lensemble des

solutions aurait été la réunion d'intervalles : ]—oo;—S[ U ]1;+OO[ .

Il arrive que le membre de gauche soit un quotient au lieu détre
. 2x+6
un produit. Exemple : T 0.
- X

x -3 +1
2x+6 - + +
1-x + + -
2x+6
_— p— + -—
1-x

Seule diftérence dans le tableau : la double barre, qui signifie que
lexpression nest pas définie pour la valeur de x marqué par le
. . . 2x+6 ..
trait vertical. Ici, ——— nlest pas définilorsque x vaut +1. Donc
- X
la valeur +1 ne pourra en aucun cas appartenir 2 lensemble des

. , . .. . 2x+6
solutions : lensemble des solutions de l'inéquation —— >0 est

1-x
lintervalle semi-ouvert |[—3;+1[|.

Cas des expressions du second degré qui ne se factorisent pas

Comme nous lavons vu chez les équations, il arrive quun
polyndme du second degré ne se factorise pas. Cest le cas de « x*
+ 1 », quon est tenté de factoriser par I « identité remarquable
imaginaire » (voir dans les Eléments d’Algébre, le paragraphe sur
les identités remarquables.)

Heureusement, lorsquon tombe sur un cas de se genre, on peut
conclure en remplagant les calculs par la réflexion.

Ainsi, Iinéquation x> +1>0 est équivalente 2 xX>-1, qui est
une inégalité toujours vraie. En effet, le carré d'un réel étant
toujours positif, il est a fortiori toujours supérieur 3 —1. Donc
toutes les valeurs de x rendent l'inégalité vraie. Donc tous les

nombres sont solution. Donc lensemble des solutions est
lensemble de tous les réels : .

. ., . 2
Au contraire, linéquation x”+1<0 se met sous la forme

2 . ., . s . / /
x~ <—1, qui est une inégalité toujours fausse : le carré d'un réel
ne pouvant étre strictement négatif, il peut encore moins étre




Vérification
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inférieur 4 —1. Donc aucune valeur de x ne rend linégalité

vraie. Donc l'inéquation na pas de solution. Donc lensemble des

solutions est lensemble vide : .

Pour vérifier quon nait pas commis derreur en résolvant une
inéquation, on peut remplacer x par les bornes des intervalles de
lensemble des solutions (lorsqu'elles appartiennent 3 l'ensemble
de définition) et regarder sil y a égalité, puis tester ensuite des
valeurs entre ces bornes. Dans le cas que nous avons traité, il doit
y avoir égalité lorsque x vaut —3 ; Iinégalité doit étre vraie lorsque
x vaut (par exemple) O et fausse lorsque x vaut (par exemple) —4
ou +2. Linégalité nest pas définie lorsque x vaut +1.

Le chapitre Fonction III : sens de variation nous donnera les
moyens de vérifier lensemble des solutions a laide de la
calculatrice graphique.
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Les erreurs courantes

W Multiplier ou diviser les deux membres par une expression dont
le signe varie.

Exemples :

Dans le premier cas, [éléve a divisé les deux membres par x, mais
comme x est parfois positif et parfois négatif, on ne sait pas si
lon doit ou non changer le sens de linégalité. Il faudrait
raisonner par « disjonction de cas» (traiter les deux cas
séparément), mais ce serait laborieux. Il est bien plus judicieux
de suivre la recommandation donnée au début : tout faire passer
du méme c6té et factoriser.

W Nécrire un facteur qu'une fois dans le tableau alors quil est
présent deux fois dans le produit dont on veut étudier le signe.

Exemple : si linéquation aboutit a: (x + 5)(x + 1)2 >0, le
tableau suivant est erroné :
x -5 -1
x+5 - + +
Cx+1) - - +
(x 4-\5)_(;- 1)° + 0 - 0 +

En effet, il faudrait A la place, dresser I'un des deux tableaux
suivants :




19

X -5 -1
x+5 - + +
(x+1)* + +
(x+5)(x+1)’ - + +
x -5 -1
x+5 - + +
x+1 - - +
x+1 - - +
(x+5)(x+1)° - + +

¥ Ne pas tenir compte du facteur x sous prétexte qu'il est déja écrit
a la premiére ligne du tableau.

Exemple : si linéquation aboutit a: x(x — 1) (x + 1) >0, le

tableau suivant est erroné :

X -1 +1
x—1 - - +
x+1 - + +
SG-DGH) | ¢ - B

=

En effet : la toute premiére ligne ne sert qua placer les valeurs qui
séparent les différents cas. Il manque la ligne prenant en compte
les variations de signe de x :

X -1 0 +1
x - — + +
x—1 - - - +
x+1 - + + +
x(x—-1)(x+1) - + 0 - +
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¥ Faire varier le signe dune constante.

Exemple :

Une telle erreur révéle que son auteur agit en « automath », qu'il
ne comprend pas ce quiil est en train d'écrire. La troisiéme ligne
du tableau prétend en effet qu'il peut arriver que 2 soit négatif.

* Ne pas prendre en compte une constante négative.

Exemple : si linéquation aboutit 3: —7(1—-2x)(x+2)<0, le
tableau suivant est erroné :

x -2 +l
2
1-2x + + 0 -
x+2 - + +
-7(1-2x)(x+2) C + 0 )
II faut soit rajouter une ligne pour intégrer le facteur —7...
) S
2
_7 — — —
1-2x + + -
x+2 - + +
—7(1—2x)(x+2) + - 0 +

...soit transformer l'inéquation : 7(1 — Zx)(x + 2) >0.
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¥ Faire un tableau de signes avec une somme et non avec un

produit.

Exemple :

] — @ L ‘
7 |

I

v )( u’f‘] Y l

On observe ici un véritable festival derreurs. Il y en a trois, qui
dans lordre sont : multiplication par une expression dont on
ignore le signe, tableau de signe avec une somme (au lieu d'un

produit) et prise en compte d'un « facteur » une seule fois alors
qu'il est présent deux fois.

¥ Ne pas factoriser au maximum le polynéme dont on cherche &

étudier le signe.

Exemple : X <x

S X —-x<0

& X (x2 — 1) <0
Si l'on dresse dés a présent le tableau, on va devoir consacrer
l'une de ses lignes 4 I'étude du signe de x> —1.Deux possibilités
alors : soit on doit faire un « sous tableau », ce qui est laborieux
mais exact, soit on commet une etreur, par exemple en traitant
par réflexe Iinéquation du second degré comme une équation du
premier degré, erreur qui peut survenir dans d’autres contextes.
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W Traiter un polynéme du second degré comme un polynome du

premier degré.

Exemple :
A [ « 0 . [
’ j } f} . 1’ + :
o b A [ 4 |
- "*T"i; T
[__» - —— — - it - A L P

¥ Contraire de lerreur précédente : dégainer un tableau pour une
équation du premier degré.

Exemple : 1-x>0
= —1(x-1)>0

X +1
-1 - -
x—1 - +
-1(x-1) + —

Pas faux, certes, mais inutilement compliqué.
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V- Opérations membres 4 membres

Théoréeme

Démonstration

Remarques

On peut toujours additionner membre 3 membre deux inégalités
(de méme sens) :

a<b
VabeR ; .., = a+a'<b+b
a'<b
a<b ata' <b+a'

L, > , ., En appliquant la premiére régle
a'<b bt+a' <b+b PPHq P &
élémentaire de transformation des
inégalités.

= a+a' <b+b' Par transitivité.

e Silune des inégalités de départ est large et lautre stricte, alors
on obtient encore i larrivée une inégalité stricte :
a<b ' ,
.., = a+a'<b+b
a'<b
e Mais siles deux inégalités de départ sont larges, on obtient une
inégalité large.

o Ce théoréme présente une implication et non une équivalence.

On ne peut pas soustraire membre & membre deux inégalités.
Contre exemple : 3<5 wvrai
- 1<4 vrai
2<1 faux

Théoréme

Démonstration
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On peut toujours multiplier membre & membre deux inégalités
(de méme sens) a condition que les membres de ces inégalités
soient tous positifs :

0<a<b
VabeR ; ., = aa'<bb
0<a'<b
a<b aa' <ba'

= Cara’>0et b>0
a'<b' ba' <bb' arayeco>

= aa'<bb' Par transitivité.




VI- Glossaire

corollaire

celle-ci / celles-la

intrinséque

induire

« automath »
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Un corollaire est une conséquence directe, en général dun
théoréme. Le mot corollarium signifie en latin « petite

couronne », qui est donnée comme une gratification‘

En principe, celui-ci désigne Iélément le plus rapproché ou celui
qui va suivre et celui-la 1élément le plus éloigné ou celui qui
précede.

Qui appartient en propre a I'objet considéré, A son essence.

Soppose i extrinséque (plus rare).

"Ce fétiche n'a aucune valeur intrinséque et ne peut avoir tenté
' . " 2 b3 ’ . .

qu'un collectionneur” Loreille cassée. (Tintin)

Enlogique, trouver par induction, cest-a-dire par généralisation,
en remontant des faits 4 la loi. Soppose a déduire.

Neéologisme formé par Stella Baruk pour désigner [éléve qui se
met 2 agir comme un automate en mathématiques, qui perd le
sens de ce qu'il fait. Pour Stella Baruk ce phénomeéne nest pas
tant la faute de [éléve que celle d'une pédagogie qui ne serait pas
assez centrée sur « la langue et le sens ».




